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��� ���
�
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���� � 	����
«��������» ���
����� 	���������
"� ��� � �
���

'.�.�. (PDF) �
� t-��������
• $(�) = � = 0, � � 1

• Var(�) = � = 

�/(�-2), � > 2

• (	  ���!��� �

�"� $�!���
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����!�����
��)����, 
 t
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��	������� �
�
������ �������
�������

*!��	���� 	�����
	
 ��������
��!����
��� �
� t-��������

• ��� F1 ����� 
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• % 	�����
	
 ddtt()() ���	������ �
� ���� �
�
	�����
	
� ������
��� ��!����
��� (pdf) 

�
� �������� Student t ��� ��� ������
����$�
�� xx ��� $�!� � ����!����� dfdf

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

• % 	�����
	

pt()pt()

���	������
�
� ���� �
�
�!��	�����
	.�.�. (cdf) 

�
�
��������

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

��������
Student ���
��� ������

����$�
�� xx
��� $�!� �

����!����� dfdf.
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��� �������
Student 
�������
���� �����
���� 	���� nn
��� $�!���
����!����� dfdf.

��� �������
Student 
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���� �����
���� 	���� nn
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����!����� dfdf.
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�������������� FisherFisher

• �
� ��	����� � 1934 
GGeorgeeorge WW.. SnedecorSnedecor, 
�������� ��� ��� ��������
Fisher ���"���� ���
������	���� ��������������
��� ���������

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

������	���� ��������������
��� ��������� R.A. FisherR.A. Fisher

• &��������� �� ��� ���������

– �������� Fisher, �

– Snedecor F ��������, �

– �������� Snedecor-Fisher

Roland 

Aylmer

Fisher

(1890–1962)

�������������� FisherFisher

• +������ ���	������ ����	�	 �
� �� ����
�
� ���	���� �  �������"�

• &�� �  ������� ����$�
��� ����! � �
�
������� ��22:: SSnn �� ��22

nn ��� SSdd �� ��22
dd

� 
 ������� �
� �.�. 

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

� 
 ������� �
� �.�. 

F = (F = (SSnn/n)//n)/((SSdd/d)/d) = F= Fn,dn,d

�������� F F ���������������� �� ��� ��
������� ��
����
����
�	�������
�	���

–– nn (nominator) 
 dd11 ��� �� ���!�
�� ������

–– dd (denominator) � dd22 ��� �� �������	��

,���!�
��������

n1=240

'������� �
� ��������'������� �
� �������� FisherFisher

• -  �������� ���
�����������
��������
��������: 

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

,���!�
��������

n2=240

• $���� ��

������������ ���

�������"� ����

���� ;

,���!�
��������

n1=240

'������� �
� �������� Fisher

• $�� �1
2=�2

2,
�
��	����� ������ ��

����� S1
2'S2

2 ; �

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

,���!�
��������

n2=240

• $�� S1
2(S2

2,
�
��	����� ������ ��

����� �1
2(�2

2 ;

.�����
��	���� �
� �������� Fisher
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��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

• &���� ��� �	 �����
 ������� �� ���� ���
�����	�
 ���� ��� 0, ���� ��� ����	�
 ����

• +�
	�����, ���� ��� ��� ������� ������ ��
������� �)��

.�����
��	���� �
� �������� Fisher

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

• % ���� �
 �
� ������� F ����� ��
���"���
 ���� � $�!�� ����!����� �����
����� � �	 ��)������ � $�!��
����!�����, ���� ��������
 ���	���
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 �.�. �������� Fisher

• +�������� ��� �������� ��������: /�� ��!�
	�����	�� �"� $�!��� ����!����� d1, d2

������� ��� ���������� ������� F 
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�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
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'�����
	
 �.�. �������� Fisher
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�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

• �	 ��)������ � ��
���
����
�	��� d1, d2 , ��	 
 (
�����) 
�������	�� �
� �.�.�. �
� Fn,d

���������.

*!��	���� 	.�. �������� Fisher
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*!��	���� 	.�. �������� Fisher
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'����	���� ����� �������� Fisher

• ,�� ������ ����$�
�� ) � Fn,d ��� �������
���
����� �����

• � – ��	
 ����
• 	 – ������ ������	

• � - �	��������

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

• � - �	��������

+������ (�������) 	
��������
���

• Fd1,d2;c � Fd1,d2(c): �-�		�����

	
���� �
� Fn,d �� d1 ��� d2

$�!� � ����!����� (��������

��� �������) � ��� ) � Fd1,d2, 

���������	�
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�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

��� �������) � ��� ) � Fd1,d2, 

%() > Fd1,d2;c)=c, �

%() � Fd1,d2;c)=1-c

+������ (�������) 	
��������
���

• *��	�� �� �������
�� ��� FFd1,d2d1,d2, 1, 1--cc = 1/= 1/FFd1,d2d1,d2, , cc

/���� ��� )) �� FFd1,d2d1,d2 � 1/)1/) �� FFd1,d2d1,d2, 

� %(%( )) �� FFd1,d2d1,d2, 1, 1--c c )) == cc ��
%(%( 1/)1/) �� FF )) == cc
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�
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%(%( 1/)1/) �� FFd1,d2d1,d2, 1, 1--c c )) == cc

• �.�. F6,10;0.95 = ????

F6,10;0.95 = F6,10;1-0.05 = 

1/F6,10;0.95 = 0.246
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-  	
�������� ��������� �.�.

• % ��������� ������ ������	�� ���
• 
 ������ ������	�� Poisson
��� �� ����������� �������� ��� ����
������
���.

• 0�"� ���� ��������� 	
�������� �����

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

• 0�"� ���� ��������� 	
�������� �����
���� "� ����� ������"	
 �
�
�������� ��������, 
 ���	
 �
�
���� ��������� 	�� ��$������
��� ����������� 
 ��!�� �"�
�����	�"� ��������"�

�  �$�����	�������	
44 �� 	����	���� ���)���
��� &����#�����
�"���������'�����������#5����'���&���
&���"�����������������#����
*� �����#�������'�������'�������
&����#�.

� 6�����	�789::83
4 ;����%��������������5��$��

���������	�
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�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

4 ;����%��������������5��$��
���<"��$����&�5��#�$������
���
�������%�������#��������'�
�#�������'�-- ��"����"&��5�'���
• ��
	��������� ��� �� ���������� ��
���!�� �"� ������	�"� «	����"�» 
���������"�.

-�"������ �������
• ��������� �.�. (binomial random variable)

������� "� ��� ������ ����$�
��  ) ��
�������	�� �� ���!�� �"� ��������� 	� n

���)���
��� ����������� ���� ���������
� �
�, �
� �������
	
� ���� �������� �

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

� �
�, �
� �������
	
� ���� �������� �
���� ����
����� �������	���,  �� �� ��!���
������	���� (�������� - �������) ��� �
�
��
������� �
� “���������” �� �����
�	
 �� p ��� �
� ��!����
�� �
�
“��������” �	
 �� q=1-p

������������� !"#$��� ����"��$��	�
���!"�$��������������%����&�$�����	�
������	

• � ���!��� �"� ���"� ������ / �������� 	� ���
	���� ��� ������ ���� ���	����

• % �
����� ��� �  ��������� � ���
����
	��� ���������� ������ �� &,+
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• � ���!��� �"� ������ / �������� ��������"� 	�
��� ��������

• � ���!��� �"� �����"������� ��1���"� 	� ���
	���� �����"���

• � ���!��� �"� 
����� �� ���� �� ��� �����
%/2 �������"����� ���� ���$�
��

• …
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1. � ������ ���������� ��� ��� 	��!���
���!�� �����
��	�"�, nn.

2. ��!� �������
	
 ������		���� 	� ��� ���
��� �  ���
������������� ��� 	�������
�)���� ����� ���
�����.
% ��!����
�� ��� �������
	
 ��

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

3. % ��!����
�� pp, ��� �������
	
 ��
��)���
!�� "� ��$�	
 (������) 
�����������, ����� 	��!��� ���
�������
	
 	� �������
	
. 

4. � ������	�� �
� ��!� �������
	
� �����
���)���
� ��� �
� ��$�	
 ���	�����
���
� �������
	
�

• '��$���� ) � Bin(n,p) ��� ���� ��� 
 X
����!�� �
 ��������� ��������
(binomial distribution). �� �	��
��� n, 
p (� q=1-p) ��� ���� �������� �
�
��"������� ��������

MeanMean
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)1( ���
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n

n

Standard Standard 

deviationdeviation

,��� �
� ��"������� �������� ���
����������� ��!����
��� ��������� p ��

��������$������ n ����
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• ,�	
 ���� �� ��� ���� ���	
 ��22 (������
�������� �) ���� ��"�������
�������� �� ���������� pp ��� nn
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• /�� n=1n=1 ���������� � �������� ����������������
BernoulliBernoulli ��� ������ ��	��	�+�� ���	�����
����� �� ���� ���, ��������� ������������, 
������ �����������
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� (����"��������������������� &��������
�����'�����'��������%��������
&�������*=.����'���������"���'�
�������#��&����#��
)16!.+ 
)16!.+ 7���8�77���8�7 ���������
!"�����������'�����������%�
�����#������
9
9:�;:�;��)

� ��������	
���� ����
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���������� �����������
��	
�	������������	
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� ��������	
���� ����
�	�����
�����������������


�	
��
������������������������������� !�"����#
�$�
��$�

� ������ $�%���
� $&'()*+���,��"����������������

� ��
�	
-��
� ��./0 
������1��%2345�+��1�,��

����
��������������� �����
��������������� �[1] 0.0147[1] 0.0147

� (����"�����	�������	������� &��������
�����'���>�	�? ����������#��&����#��
*@.����'�#���������'�����������
&�������*�#
����A:9B2.����������'���
����	��#�!�����*CD8E.)�F�����������
���"�����<�=�:�	>�< ��������	)

� ��������	
���� 6 ������
������ ���������������
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� ��������	
���� 6 ������
������ ���������������
��7�!����
�
$�
�	
��
�$�.�0�%8�+��,�������� !�"��
�����#
�$�%���
� $�+���,�
��$�����
������� ��
%	�"�� �,�"����� $�%2345�+��1�,9

� pbinom (5, 20, 0.5, lower.tail = TRUE)
:�[1] 0.02069473

� (����"�����
�������
������� ����� � ����!��
�
� pbinom. -���� �� ���!�� !������
������ 4 �
� ��!����
��� (p)(p) !������
������	���"�, ��� 	������ ���!��
������ (���
�� / (���
�� / sizesize)) ��� �
� ��!����
��
���� !������ ������ (prob)(prob). '
����	�� �

����$�
�� lower.tail ��	� �	�� �� �����
����� ��� � �	 ���!�� !������ ������. 
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	����

����� ��� � �	 ���!�� !������ ������. 

� 6���	
�����
�����! ��
���������; ��
�� ���������
����
�	
��
���.�0 � �������� ��
�!����
� �����7��� �
�
�� �<�=�������#
���%2�+��1<,�����������>� ! ����
	 "��?��%���
� $�'()*�+���,���
�����	�"�� �"�����%2345�
+��1�,

� !���
�����"����������:�[1] 7



� (����"��������������������� !� �
������	��
��� ��"������ ������� �� ��� ��	���
���!� 	�����"� (n)(n), ��� �������� ����!��
((sizesize)) ��� ��!����
�� (prob)(prob) !���� 
������	���� ��� ��!� �����. 

� ��������	
�������� � >�
����	��� ���7� ��
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���$�
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	��������<������ �-
������
���$�
�	
��
�$�������#
���

��$�	�"�� ��� ������ $�

� ����
���"����"������ �����
���"����"������ �

@������������� �
!�����������<����	 "���$�
��$�
�����" ��� ���-
��� � ����
����-��$�A�=��"����������
���
�
�$�����	 "��7�� ����
���"�����������#�� 1

� (����"��������������������� !� �
������	��
��� ��"������ ������� �� ��� ��	���
���!� 	�����"� (n)(n), ��� �������� ����!��
((sizesize)) ��� ��!����
�� (prob)(prob) !���� 
������	���� ��� ��!� �����. 
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	��������<������ �-
������
���$�
�	
��
�$�������#
���
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• rbinom(20, 10, 0.5) # sample of size 20 with mean 10*0.5=5

[1] 5 7 4 6 6 4 3 4 5 4 6 7 2 2 4 5 4 7 4 3

• rbinom(11, 10, 0:10/10)  # different values of prob

[1]  0  1  4  4  4  6  5  8  9  9 10

• rbinom(10, 1:10, .5)     # different values of size

[1] 1 0 3 3 2 2 1 3 3 5

-�"������  ������� – ��	�������

��� �� GPS
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'� GPS, ��� �� ���� 	�	������ GNSS, 
 ���	
 �"�
�����	�"� ��	
� �
� ����	�� 	�����
��� �"�
����	
���"� ��� ��� ��������, ����� � ��
�����	�� ���� ����	�� ������� ���!� 
� ��"� ��	
� ��� ��!� �� �� ������"� ���
������ �� ��
	���� ����

-�"������  ������� – ��	�������

��� �� GPS

'����	���� ��������� �� ��$������'����	���� ��������� �� ��$������: #	�"
��� ��� ������ ����$�
�� ) �������� �

�������
�� � �	������ �"� �����	�"�
��	
� �� �����! � 	"	�� ���� �
�

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

��	
� �� �����! � 	"	�� ���� �
�
	����!"	
 ���� 	����� �����	�"� GPS

(���������������� = ��� ���� �	�����	� ����� ��

��	���� �	�
���, ���������������� = ��� ����

�	�����	� ����� ���� �� �	���������

�	�
���) � �� B(n, p)

-�"������  ������� – ��	�������

��� �� GPS
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$�� ����� �� ������������ n = 3 ���+���� +����, 
��� � �	���	� �����	�� ��� ������ ��� � �����

������� ��� ���+��"� +���� �� ������

������	���� ��������� ������� ������ �� ��
�������

89% � ���� ����� � ��
������� �� �����
��� �����

0, 3 � �2 ���+���� +����� ? � �� ������ …

-�"������  ������� – ��	�������

��� �� GPS (���+���� +����)

•• -������ �� ��$������-������ �� ��$������: n=3, p=0.: n=3, p=0.8989

&���
!� 	�� "� �	�
	
 ��� �����	� �&���
!� 	�� "� �	�
	
 ��� �����	� �
•• ,�	
 ���� �
� �. ��������, � = 2.67,�	
 ���� �
� �. ��������, � = 2.67

•• -��� ���	
 �
� �. ��������, 	-��� ���	
 �
� �. ��������, 	22 = 0.2937 = 0.2937 ��

���������	�
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�������������������	�
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���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

•• -��� ���	
 �
� �. ��������, 	-��� ���	
 �
� �. ��������, 	 = 0.2937 = 0.2937 ��

������ ������	
 	 = 0.542������ ������	
 	 = 0.542

B��;�� >�
�
$����������
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����B��;�� >�
�
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$�
����

�� C%D+E,�+�:�+��1A��C%D+E,�+�:�+��1A��

�� C%D+�,�+�:�+��1��<C%D+�,�+�:�+��1��<

�� 
�	���
� $��� ! �����$�
�	���
� $��� ! �����$�C%D+�,�+��1C%D+�,�+��1�F<�F<

�� C%DC%D����,�+�C%D+�,,�+�C%D+�, G�C%D+C%D+EE,, ++ :�+��1:�+��1HFFHFF

% ��"������ ������� 	�������� 	�
�
�������� Poisson

– /�� ������
����� �� n ���
p, 
 ��"������
��� 
 ��������
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Poisson (��

��� ���� ���

���� �)

��������
������ ����) 
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% ��"������ ������� 	�������� 	�
�
�������� Poisson

– /��
��)��������

����� �� n ���
p�0, 
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��"������ ��� 
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Poisson (�� ���

���� ��� ���� �)

��� ����
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 ������

% ��"������ ������� 	�������� 	�
�
�������� Poisson

– /�� n�� ��� p�0
��	� �	�� np

	��!���, 
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�
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��"������
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Poisson ��
�������� np = �



-�"������  vs. ������� �������

n=20

p=0.5
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n=10

p=0.5
n=30

p=0.5

������� Poisson

• ! ��������� �������� ����� ���

�	�������� 
�����"��� ��������, ����

������� ��� �	��� ���

– ,���������� ��	�������"� �	��

���������	�
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�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
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�	������������	
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	����

– ,���������� ��	�������"� �	��

– -��
��� � ������ ��� ��� ��������	�

�������� � �� �� (���� �	�������) 

������������ ��� ���������� ���������

��� ������� ���� ��� �	�
��� ���

�������.��� n

������� Poisson

� ;�	�����������
�����$��&��������&��������
��������������'�����������������'���

� ?�+�&.��!7�����GH� �'���+#�@&--+�
)�.�)����� /9IJ83�K239:�789::83/9IJ83�K239:�789::83
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4 ���#�
��LLA�BC�:BC�����:�<>�A�BC�:BC�����:�<>�
9:�;>;�<�	D�4���E�F�G��	�����G>	�H:��9:�;>;�<�	D�4���E�F�G��	�����G>	�H:��
B:�G���<<���	����G>	�H:��B�I�<�B:�G���<<���	����G>	�H:��B�I�<�JJ
*MN�������5���"������������'���
����"��$�����������#����������#��
����#����O.

������� Poisson

• &������� �
� ��!����
�� ���� �������
���!� ������"� � (>0)� (>0) �� 	��$�����
	� ��� 	��!��� ���	�
�� ����� �/���
���� (���������� � ��	���� �����	���)(���������� � ��	���� �����	���), ��
���� �� ������� 	��$����� �� ��� ��"	��

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

���� �� ������� 	��$����� �� ��� ��"	��
��	 ��!�� ��� ����� ���)���
�� ��� �
�������� ������

• ,���� ���	
� �� ��
	����
!�� ��� �� ���!��
������"� 	� ���� ��!��	���� ���	������ ��"�

 ���	��	
, 
 ���������,  ���� �..�.

+������� ������������ ����	��	�"� �
	��$���"� �� ����! � �
� �������
Poisson

• X:  ���!��� �"� ����������� ��!�� 	�
� �����"���

	����� ���� �� ��� ������	�
������ 	
����	�"�

• X:  ���!��� ��������"� �� ��������� �
� � �

�������
/&,+ 	� ���	�
�� 5 ������

• X:  ���!��� ������ �� ���� ���� 	�� ������ ���� ����
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• X:  ���!��� ������ �� ���� ���� 	�� ������ ���� ����
• X:  ���!��� ����"� �� �)��
��� ���� 	� ��� *�, 	�

���	������ 10 ������
• X: o ���!��� �"� ���
��� �� �������! � ��� �����)

• X: o ���!��� �"� �����"������� 
��������� �������"�

�� ��������� ��� ��� ��������
• X: o ���!��� �"� $��
������� ����
���"� ��� ���� 	�

��� ���	��	�

������� Poisson

• &�� 
 ������ ����$�
�� ) ���$���� �����
x=k=0,1,2,… � 
 ��!����
�� P(X=k) �����
�� ��	����	!�� ������
���� ��� �
�
����� ���
 �������� Poisson (Poisson

distribution). 
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��	
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�
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�
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distribution). 

.�����
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�

�������� Poisson

• % ����������
 ���� ��� 
 ���� ���	
 ����
������� ����$�
��� . �� ����!�� �
�
������� Poisson ����� ��� � �  �	�� �� �

�������� �

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

�������� �
–– � = � = $[)] = �� = � = $[)] = �22 = $[()= $[()--�)�)22]]

• '������	��� �	���������, � = �� = �--1/21/2

• '������	��� � ��"	
�, � = �� = �--11

• -����	�, ** �� � +� +// -- 0.2/�0.2/� �� ����
��--lnln22 0 M < 0 M < �+/�+/

• % �������
Poisson

������� ��� �
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• ��� ��� ��6�!�	���: n n �� �� ��� p p �� 00

��"������� ��������

������� Poisson "� ��	����	
 �
�

��"������� ��������

+�������, 
 ������� Poisson �����

• ��� ���� ��	����	
 �
� ��"�������
�������� �� � n ����� ������	�� 20 ���
� ����� �������� � �	 �� ���

���������	�
��
�������������������	�
��
���������� �����������
��	
�	������������	
�
	���������������
��	
�	������������	
�
	����

� p ����� �������� � �	 �� 0.05, ���

• ��� ���	�
 ��	����	
, �� n 7 100 ���        
np 4 10

–– FFBinomialBinomial(k(k,, nn,, p) p) �� FFPoissonPoisson(k(k,, � = � = npnp))
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–– FFPoissonPoisson(k(k,, �=�=np) np) �� FFNormalNormal(x(x,, �=�, ��=�, �22=�=�))
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3.$�� �� �
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Poisson vs. -�"������ �������
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n=100;

p=0.1;

�=10;

x=0:n;
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